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概要
Transformer decoder の認識する言語を所属性問題
として定義し，softmax 関数および定数精度浮動小
数点数を採用した場合，認識する言語は有限言語お
よび余有限言語クラスと一致することを示した．

1 はじめに
Transformer モデル [1] の表現力，すなわち本質的
に解決可能な問題に関する近年の理論的解析によっ
て，様々な仮定の下での表現力の上限・下限が明ら
かになりつつある [2]． 例えば 1 回のデコードに限
定した場合，Transformerの表現力は回路複雑性クラ
ス TC0 程度である [3]． しかし思考の連鎖 [4] のよ
うな手法で多項式回のデコードを許容すると，その
表現力が Pにまで拡張されることが示されている．
一方で，これらの先行研究では理論的解析を容易
にするため，行列計算に使用する浮動小数点数の精
度について，無限精度 (ℚや ℝ)や入力系列長に対し
て対数的に増加する精度（O(log =) 精度）を仮定し
ている． 実際のモデルは定数精度 (fp32 や bf16 等)
で実装されており，十分に長い入力文字列の全情報
を単一のベクトルに圧縮して保持できない． その
ため，先行研究における枠組みでは実際のモデル
の表現力を厳密に評価することは困難である． 更
に，先行研究では Attention 機構において softmax 関
数の代わりにしばしば hardmax 関数という理想化を
行うが，両者は入力に対する出力の応答が大きく
異なるため互いを完全に置換できない． 本研究で
は，浮動小数点演算における定数精度の制約および
softmax 関数の利用を前提に，現実的な設定におけ
る Transformer decoderモデルの表現力を分析する．
本研究の結果として query と key の積に関する自

然な仮定（仮定 9）の下で Transformerが認識可能な
言語が有限言語または余有限言語（3.1 節）の対応

表 1 Transformer モデルの表現力の上限．(1),(3) は下限
と等しい． (2) が先行研究 [3] による結果，(3) は本研究
で証明した結果（定理 10）． (2), (4) はデコード回数を
O(1),O(log =),O(=) とした場合の上限をカンマで区切って
いる．また灰色で塗りつぶされている (1), (4)は本研究の
定理を拡張することで証明可能と予想される結果．

浮動小数点数精度
O(1),仮定 9 O(log =)

hardmax
(1) Finite ∪ Co-finite?

(定理 10の応用)
(2) TC0, L,NC1 [3]

softmax
(3) Finite ∪ Co-finite

(定理 10)
(4) TC0, L,NC1

(定理 10の応用)

が得られた（定理 10，表 1 左下）． さらに表 1 (1),
(4) の灰色の場合については，本研究では直接扱わ
ないが，定理 10 を拡張することで証明可能である
と考える．

2 関連研究
ニューラルネットワークの表現力は，関数近似や

計算複雑性によって特徴づけられてきた． 前者で
は，任意の連続関数を近似的に模倣できることを主
張する万能近似定理が代表的な成果として挙げられ
る [5, 6]． 一方，後者では形式言語や論理回路等と
の対応を通じて表現力が評価され，整理されたサー
ベイ論文 [2]や講義ノート [7]が公開されている．

Transformerモデルの表現力については，理論的な
制約がほぼ存在しない場合においてチューリング
完全性が示されている [8]． さらに入力系列長に対
して，モデル次元や出力系列長等を決定する関数
のオーダーによる表現力の階層づけもされている
[9, 3]． しかし現実の実装ではこのような仮定はし
ばしば破られることを考慮する必要がある．

3 準備
4 節に先立ち，分析で重要な役割を果たす諸概念
の定義を行う． なおアルファベット Σ 上の文字列
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F, F′ ∈ Σ∗ について |F | は文字列の長さを，FC は C

番目の文字，また FF′ は文字列の連接を表す．

3.1 有限言語・余有限言語
まず有限言語とその双対である余有限言語を定義

し，これらの言語を認識する決定性有限オートマト
ン (DFA)を構築するためのアルゴリズムを示す．
定義 1 (有限言語). アルファベット Σ 上の言語 ! が
有限言語であるとは，∃: ∈ ℕ.∀F ∈ !.|F | ≤ : が成立
する場合，またその場合に限る．
定義 2 (余有限言語). アルファベット Σ 上の言語 !

が余有限言語であるとは，! の補集合 Σ∗ \ ! が有限
言語である場合，またその場合に限る．
例 3. 以下の Σ = {0, 1} 上の言語 !1, !2 は余有限言
語である．

!1 = Σ∗ \ {0, 1, 01, 001}

!2 = {F ∈ Σ∗ | |F | ≥ 3}
Prefix Tree Automaton 有限言語は正規言語の

サブクラスであることが知られており，DFAにより
認識可能である． そのような DFA を構成する方法
の一つに，Prefix Tree Automaton (PTA)と呼ばれるア
ルゴリズムが存在する [10]． PTAではまず，有限言
語の prefix集合 (例えば言語 ! = {01, 100} に対して
Pref (!) = {Y, 0, 01, 1, 10, 100} である) を状態とし，
根が空文字列，葉が有限言語に含まれる文字列であ
る木構造のような DFAを構成する．状態遷移関数 X

は X(@F , f) = @Ff で定義される．
アルゴリズム 1に示すのは，DFAの遷移関数が全

域関数となるように捨て状態 @trash およびその周り
の遷移 (8行目)を加えたアルゴリズム PTA+である．
また，ある DFA " の受理状態集合と非受理状態

集合を入れ替えることで構成される DFA " ′ の認識
する言語は，もとの言語の補集合であること，すな
わち ! (" ′) = Σ∗ \ ! (")であることが知られている．
この性質を用いることで，任意の余有限言語に対し
てそれを認識する DFA も同様に構成することが可
能である．

PTA+ の存在により，有限言語や余有限言語は正
規言語の部分集合であることが確認できる．1）

3.2 ?精度浮動小数点数

本節では今後の全ての数値計算に用いられる ?-精
度浮動小数点数を定義する．

1） 実際には，これら (特に余有限言語) は正規言語クラスの
真部分集合である．それは Σ = {0, 1} 上の言語 ! = 0∗ を考
えれば明らかである．

Algorithm 1 Prefix Tree Automaton+
Input: Finite language ! : set[string],

Alphabet Σ : set[char]
Output: DFA " such that ! (") = !
1: & : set[state] ← {@F | F ∈ Pref (!)} ∪ {@trash}
2: &� : set[state] ← {@F | F ∈ !}
3: X : Callable[[state, char], state] ← {}
4: for all (@F , f) : tuple[state, char] ∈ & × Σ do
5: if @Ff ∈ & then
6: X(@F , f) ← @Ff

7: else
8: X(@F , f) ← @trash
9: end if

10: end for
11: " ← (&, Σ, X, @Y , &� )

定義 4 (?-精度浮動小数点数 [11]). ?-精度浮動小
数点数の集合 D? は ?-bit の数の集まりであり，
D? = {0, 1}? で表現される．なお，特殊な値として
+inf,−inf, nan ∈ D? が存在する． また D? は自然に
ベクトル D?

∗ に拡張される．
定義 5 (?-精度浮動小数点演算 [11]). 関数 5 : D?< →
D?

= : G1, . . . , G< ↦→ H1, . . . , H= が ?-精度浮動小数点上
の関数であるとは， 5 が ?-空間チューリングマシン
によって計算可能である場合である．
ここで +inf,−inf, nan に関する演算を含めた基本

的な演算は IEEE754形式 [12]に従う．
? の値が入力系列長 = を受け取り，精度を返す関

数であり，定数関数 (?(=) ∈ O(1))であるときは定数
精度，? が対数関数 (?(=) ∈ O(log =)) であるときは
対数精度と呼ぶことにする．また，定数関数である
とき，定数 ? ∈ ℕと同一視する．

3.3 Transformer Decoder

本節では Transformer decoder を関数として定式化
する．
定義 6 (Transformer decoder). 有限のアルファベット
をΣ，特殊トークン集合をVとしたとき，Transformer
decoderはパラメータ付き関数

TDec?C (; \) : Σ∗ → (Σ ∪ V )∗ (1)

である．関数を単に TDec(F)と書くこともある．
ここで下付き添字 ? は全ての数値計算が ?-精度

浮動小数点代数上で行われることを意味し，\ は ?-
精度浮動小数点数のパラメータ集合である． また，
出力系列の長さは上付き添字の時間関数 C : ℕ → ℕ

によって制限され，入力系列 F ∈ Σ∗ に対して，
|TDec(F) | = C ( |F |)である．
なお，入力から出力までの計算の流れは基本
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的に GPT モデル [13, 14] に従うが，本研究では
位置エンコーディングは不採用であり, 2 層の
Transformer Block, Single-head, pre-norm, Attention
機構内の softmax, Greedy Search, Causal masking
を採用する．
定義 6は系列変換という Transformer decoder モデ

ルの使用に基づく．定義域および終域について，系
列変換モデルは一般に文脈を入力として受け取り，
〈eos〉 ∈ V 等の特殊トークンを含む系列へ変換する．
更に定義 6 は浮動小数点数の精度およびデコー

ド回数上限の制約を反映している． 言語モデルは
計算機上に実装されており，計算の精度は一般に
fp32 や bf16 といった定数精度の浮動小数点代数が
用いられ，先行研究 [3] のように入力系列長に応じ
た精度の増減は原則として行われない． また出力
系列長は，入力系列長 = に対して何らかの時間関数
C : ℕ → ℕにより制限を行う．例えば定数 2 に対し
て，時間関数が C (=) = =2の場合は多項式回のデコー
ドを許容されるが，C (=) = 2 の場合は入力の長さに
関わらず定数回のデコードに制限される．

3.4 Transformer Decoderが認識する言語
Transformer decoder の関数としての定義 6 を踏ま

え，同モデルを言語認識装置として定義する．
定義 7 (Transformer decoderが認識する言語). ある停
止状態トークン集合 � ⊆ V について，Transformer
decoderが文字列 F ∈ Σ∗ を受理するのは，〈sep〉 ∈ V

を用いた出力系列 TDec?C (F〈sep〉; \) ∈ (Σ ∪ V )∗ 中に
E ∈ � を満たすトークン E が存在する場合，またそ
の場合に限る．
終了状態トークン集合 � に対して Transformer

decoderが認識する言語 ! (TDec?C (; \), �)を，受理す
る文字列の集合で定義する．
本定義においては，デコード系列を明示的に区別

するために入力系列の直後に 〈sep〉 を挿入すること
に注意したい．
例 8. 時間関数が定数関数 C (=) = 4，停止状態トーク
ン集合 � = {〈eos〉} であり，入力系列 0011, 00 に対
する TDecの出力系列が

TDec(0011〈sep〉) = 010〈eos〉
TDec(00〈sep〉) = 0000

であるとき，Transformer decoder は 0011 を受理し
00は拒否する．

4 結果
本節では，3節の定義をもとに Trasnformer decoder

が認識する言語が有限言語および余有限言語と一致
することを示す．
まず自然な仮定を導入する．

仮定 9 (infinity-free パラメータ). すべての Attention
層における query, key 積は任意の入力に対して常に
負の無限大より大きな値を取る．すなわち下式が成
立する．

∀H, H′ ∈ D?3 .&(H) (H′)T > −inf (2)

ここで 3はモデル次元，&,  : D?3 → D?
3はそれぞ

れ query, key変換である．
式 2 の真偽は Transformer のパラメータのみに

依存し，本研究では成立するようなパラメータ
のみを考慮する． この仮定は一般的な学習済み
Transformer モデルにおいて基本的に成立する．(付
録 Aを参照)
定理 10 (Transformer decoderが認識する言語の有限・
余有限性). 式 2が成立することを仮定する．このと
き，有限言語全体の集合と余有限言語全体の集合の
和と Transformer decoder が認識する言語の集合が一
致する．すなわち，以下の 2つの主張が成立する．

1. 任意の ? ∈ ℕ, C (=) ∈ Ω(=), \, � ⊆ V について，
ある有限言語または余有限言語 ! 5 が存在して
! (TDec, �) ⊆ ! 5

2. 任意の有限言語または余有限言語 !′
5
について，

ある ?′ ∈ ℕ, C′ (=) ∈ Ω(=), \′, �′ ⊆ V が存在して
!′
5
⊆ ! (TDec, �′)

定理 10 は本研究における主要な結果であり，い
かなるパラメータや = 回以上の任意回数のデコー
ド，停止状態集合についても，仮定 9 が成立し定数
精度 ? であるならば，Transformer decoder が認識す
る言語クラスがちょうど有限言語または余有限言語
の言語クラスと一致することを述べている．
証明 定理 10 の 2 つの主張について，それぞれ

4.1節と 4.2節で証明を行う．

4.1 ! (TDec, �) ⊆ !f 証明

以下の補題を考える．
補題 11. ある長さ ; ∈ ℕが存在して，|F |, |F′ | ≥ ; で
あるような任意の F, F′ ∈ Σ∗ について TDec(F) =

TDec(F′)が成立する．

証明 付録 B.1を参照． �
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補題より ; 以上の長さを持つ入力に対して，TDec
は必ず同じ値を返す． Transformerが |F | ≥ ; である
文字列を受理する場合には余有限言語を認識し，拒
否する場合には有限言語を認識する．

4.2 !′
5
⊆ ! (TDec, �′)証明

証明は先行研究 [8, 3]と同様に，DFA の動作の模
倣という素朴な方法による． Attention 機構による
入力文字 FC の読み取り (補題 12)および FFNによる
遷移関数 X : (@C−1, FC ) ↦→ @C の模倣 (補題 13)が可能
であることを示し，帰納的に DFA の動作が模倣可
能であることで証明を行う．

4.2.1 入力文字の読み取り
補題 12 (2 層 Attention による入力文字の取得). 入
力系列を F1F2 · · ·F=〈sep〉@0 · · · @C−1，埋め込み層を
emb : Σ→ D?

3 とする．
このとき，@C−1に対する第 2層目 Attention層出力

h(2)
=+C+1 および，任意の Y > 0 (∈ D?)について，h(2)

=+C+1 − emb(FC )
 < Y (3)

を満たすパラメータが存在する．
本補題は 2 層の Attention 層を通じて，DFA が状

態 @C−1 にて読み取る文字 FC の埋め込みベクトルを
を近似的に取り出せることを表す．

証明 詳細は付録 B.2を参照． �

4.2.2 遷移関数の模倣およびトークン出力
補題 13 (遷移関数の模倣およびトークン出力). @C−1

に対する第 2 層の Attention 出力 ℎ
(2)
=+C+1 と， residual

connection 経由で保持される前状態 @C−1 の埋め込み
emb(@C−1)および，任意の Y > 0 (∈ D?) について，FFN(h(2)

=+C+1, emb(@C−1)) − emb(@C )
 < Y (4)

を満たすパラメータが存在する．さらに，出力層に
より @C トークンがデコードされる．
本補題は単層の FFN により DFA の遷移関数を近

似的に模倣でき，出力層においてそのノイズを除去
できることを表す．

証明 詳細は付録 B.3を参照． �

以上の補題により，! 5 ⊆ ! (TDec, �) 方向も示さ
れ，求める定理 10を示すことができた．

5 議論
結果の拡張の見通し 表 1 (1) は，補題 11 および

補題 12の softmax関数を hardmax関数に置き換える
ことで示すことができる． 後者の補題 12 より強い
補題が多くの先行研究 [8, 3] により示されており，
前者の補題 11 に関しても ; を適切に設計すること
で容易に示すことができると考えられる．
また表 1 (4) も同様にして示すことができる． こ

の場合は補題 12および補題 13で行った議論を，対
数精度の場合 [3] に適応させることで示すことがで
きると考えるが，証明は自明ではないため今後の研
究に期待したい．
本節で述べた予想が正しい場合，表現力の議論に

おいて softmax 関数と hardmax 関数に本質的な影響
力がないことが，逆に精度を対数から定数へ制限す
ることで，大幅に表現力が低下することが示され
る． そして表現力の低下は，C ∈ O(=2) のときに P
である [3] ことに注意すると，デコード回数のオー
ダーを増やした場合に特に顕著となる．
言語モデリングとの乖離 本研究では Transformer

のトークン集合をアルファベットと特殊トークン
集合の和 Σ ∪ V とし，また Transformer decoder を言
語認識装置として所属性問題，すなわちある言語
に所属するかという問題を念頭に置いていた． し
かし，実際のトークン集合は DFA の状態集合 & を
含まない少数のトークンで構成されており，また
Transformer decoder の本来の用途で文字列に確率を
与える言語モデリングとしての使用からかけ離れた
ものである．

6 結論
本研究では Attention 機構内に softmax 関数を採

用し，?-精度浮動小数点数に基づき実装された
Transformer decoder を言語認識装置として定義した
(3.4 節)． そのときに認識する言語クラスが有限言
語および余有限言語 (3.1 節) クラスと一致すること
を示した (4 節, 定理 10)． さらに 5節では，本研究
における証明手法の汎用性や限界について論じた．
以上により Transformer decoder が取り扱う言語ク

ラスの性質を明確にし，今後の発展的研究に向けた
基盤を提供できたと考える．
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A 仮定 9の妥当性
仮定 9 内の式 2 について，今回のように pre-layer

normalization を採用する場合 ‖H‖, ‖H′‖ ∼ 1 であるため，
|&(H) (H′)> | ≤ (‖,& ‖ + ‖1& ‖)(‖, ‖ + ‖1 ‖) < Inf と変形
できる． 初期パラメータの選択や，学習過程における正
規化・勾配クリッピング等の技術によりこの不等号は基
本的に成立する．
実際に事前学習済みモデル [15, 16] の各 Attention 層の
ノルム和積 W

def
= (‖,& ‖ + ‖1& ‖)(‖, ‖ + ‖1 ‖) を計算して

みると，表 2 のように最大値 (Wmax) もオーバーフローし
ない小さな値に収まっていた．

表 2 Decoder モデルの Attention 層のノルム和積の最大
値・最小値
モデル名 Wmin Wmax

gpt-2 small 420.94 (layer-12) 1974.25 (layer-5)
gpt-2 large 182.80 (layer-21) 283.92 (layer-15)
gpt-j-6b 3630.00 (layer-24) 6318.29 (layer-1)

B 証明
B.1 補題 11の証明
まず ; を以下で定義する．

; = min

{
;

����� ;∑
&(U) (V)T = +inf

}
(5)

ここで埋め込み関数 emb : Σ→ D?
3 を用いて，

U = emb(〈sep〉), V = emb
(
argmin
g∈Σ

(
&(U) (emb(g))T)

)
(6)

であり，Uならびに Vは定数である． ; は ; 以上の長さの
文字列について，必ず query, key積の和が無限大の大きさ
になることを保証する値であり，仮定 9 よりその存在が
保証される．
デコード開始のための 〈sep〉 トークンに対する Attention
層の出力は，

Attn(& 〈sep〉 ,  ,+) =
exp& 〈sep〉 

T∑
exp

(
& 〈sep〉 T)+ (7)

であるが，softmax関数の分母に注目すると，

|F |+1∑
9

exp
(
& 9

)
≥

;∑
exp (&(U) (V)) = +inf (8)

と評価されるため，Attn(& 〈sep〉 ,  ,+) = 0となる．
また Transformer では文脈を引数に取る関数が attention
機構以外に存在しないため，帰納的にTDec(F) = TDec(F′)
が成立する．2）よって補題は示された．

2） この結果を拡張すると，〈sep〉 トークンのように入力文字
列直後に特殊トークンを挟まないようなモデルの表現力の上
限は末尾による区別が可能な言語まで拡大されることがわか
る．例) ! = {F ∈ Σ∗ | 末尾が0であるような言語}

B.2 補題 12の証明
(1) 第 1 層による位置分化 [17] 第 1層では各入力

トークン F8を，causal maskingのもとで適切に設計された
transformer block Block1 に適用する．このとき十分な精度
があれば，

z(1)
8

= Block1
(
emb(F8)

)
(9)

が，位置 8の違いに応じて異なるベクトルになるよう調整
することができる． すなわち同じ文字 F8 = F 9 であって
も 8 ≠ 9 なら z(1)

8
≠ z(1)

9
．

(2) 第 2 層による一点的注意 次に,時刻 C の query
ベクトルを &C

def
= z(1)@C−1,

&

2 とし, key を  8
def
= z(1)

8
, 

2 とす
る. ここで 8 ≠ C の場合には &C 

T
8
< &C 

T
C となるよう，

行列 ,
&

2 ,,
 
2 を設定できる． 温度 g を十分大きくとった

attentionスコア

U8 =
exp(g · &C T

8
)∑

9 exp(g · &C T
9
)

(10)

は，8 = C に近似的に 1の重みを与える．
(3) 出力ベクトルの支配性 第 2 層目 attention 層の

出力 h(2)
=+C+1 は，attention スコアによる重み付き value 和∑

8 U8 v8 であり, UC ≈ 1ならば ‖h(2)
=+C+1 − emb(FC )‖ < Y を満

たせる． 有限長 = ならパラメータのスケーリングを調整
することで誤差を任意に小さくできる．
以上により，@C−1デコード時における第 2層目 attention

層により，FCの埋め込みをほぼ一点的に抽出可能であり，
補題の主張が成り立つ．

B.3 補題 13の証明
(1) FFN による遷移関数の模倣. DFA において，

遷移関数 X : & × Σ → & は定義域・値域が有限集合であ
る． よって，任意の

(
emb(@C−1), emb(FC )

)
の組に対して

emb(@C ) を返す写像を，FFN (多層パーセプトロン)を通じ
て任意の精度で近似できる [18]． 具体的には，埋め込み
ベクトルを結合した

[
h(2)
=+C+1, emb(@C−1)

]
を入力として，線

形変換と ReLU等の非線形を組み合わせれば， emb(@C )に
近いベクトル z(2)

=+C+1 を出力可能になる．
(2) 出力層におけるトークンの決定. FFN により
‖z(2)
=+C+1 − emb(@C )‖ < Y である z(2)

=+C+1 が得られたとする．
ここで，出力層として Layer Normalizationと線形変換を施
し，Σ ∪ V (V ⊇ &)上で argmaxを取ると，トークン @C を
一意に確定できる．
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